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[bookmark: _Toc467588085]電荷の相互作用
[bookmark: _Toc467588086]ガウスの法則
静止している電荷分布はガウスの法則
	
	[bookmark: _Ref378967746](1.1)


に従う電場を作る。  である。
位置  に存在する電荷  を持つ粒子  は電場から
	
	


の力を受ける。  は粒子  が感じる電場を意味する。


[bookmark: _Toc467588087]ポアソン方程式
電荷が静止している場合(電流・磁場・時間依存性を考えない、静電気学で取り扱うということ)、電場は静電ポテンシャル  を用いて
	
	 


と表すことができる。 この時，式(1.1)は
	
	[bookmark: _Ref378968373](1.2)


となる。 ここで  である。 式(1.2)はポアソン方程式と呼ばれる。 静電場の性質はポアソン方程式に従う。

[bookmark: _Toc467588088]クーロンの法則(電荷の静電ポテンシャル・電場・電荷に働く力)
電荷密度が位置  に存在する電荷  の点電荷  個から作られる場合について考える。 つまり、
	
	


とする。 デルタ関数が
	
	


と表されることに注意すると、式(1.2)は
	
	


となる。 従って、境界条件を  とすることで
	
	(1.3)


を得る。 ここで
	
	


であり、0階の相互作用テンソルと呼ばれる。
式(1.3)は静電ポテンシャルで表記したクーロンの法則であり、両辺に  を作用させることで、電場で表記した場合のクーロンの法則
	
	


を得る。 ここで  は1階の相互作用テンソルと呼ばれ、
	
	


と定義される。
上記電場と新しい点電荷  との相互作用を考えることでクーロンの法則
	
	


を得る。 なお、 と略記している。
ここで、 は電荷サイトの集まりを意味する。

[bookmark: _Toc467588089]電荷系の相互作用エネルギー
(この1.4の変形は特殊)
位置  に存在する電荷  の点電荷  個から作られる系の相互作用エネルギーを  とすると，各粒子に働く力は、
	
	[bookmark: _Ref378969964](1.4)


と表せる。  が座標に依存しない場合、式(1.4)を  について積分することで、
	
	


を得る。 式(1.4)は，粒子  についても成り立たなければならないから，上式の  微分
	
	


と 式(1.4)の添字を  に変えたものが一致しなければならない。 両者を比較することで、
	
	


を得る。 さらに上式を積分して、
	
	


以下同様の操作を繰り返すことで、
	
	
(1.5)



を得る。 途中の変形では， を用いた。 また、 である。

[bookmark: _Toc467588090]双極子の相互作用
[bookmark: _Toc467588091]多重極展開
位置  にある電荷  が作る静電ポテンシャルは、
	
	


と表される。 これを  から  だけ離れた位置  を使って表すと、
	


	







[bookmark: _Ref378975166](2.1)


となる。 ここで ,  であり， はルジャンドル多項式である。 この変形は多重極展開と呼ばれる。

[bookmark: _Ref378975951][bookmark: _Toc467588092]双極子の静電ポテンシャル
位置  から  だけ離れた位置に2つの電荷  が存在する系を考える。 この系の静電ポテンシャルは 式 (2.1) より、
	
	


となる。  のとき高次の項は無視できるので、
	
	[bookmark: _Ref378975427](2.2)


が得られる。 ここで  であり、双極子モーメントと呼ばれる。
式 (2.2) は双極子モーメントを持った一つの仮想的な粒子が静電ポテンシャルを作っていると捉えることができる。 この仮想的な粒子は双極子と呼ばれる。

[bookmark: _Toc467588093]双極子系の静電ポテンシャル、電場
複数の双極子が存在する系の静電ポテンシャルは、電荷のみの場合と同様重ね合わせが成り立ち（双極子の静電ポテンシャルも元は電荷のポテンシャルであるため）、
	
	
(2.3)


となる。 ここで 添字  は双極子サイトを表す。
( は双極子サイトの集まりを意味する)
電場も静電ポテンシャルと同様に、
	
	
(2.4)


と表せる。 ここで  は2階の相互作用テンソルと呼ばれ、
	
	


と定義される。

[bookmark: _Toc467588094]双極子系のエネルギー
2.3節の系(複数の双極子が存在する系)のエネルギーを考える。 2.2節と同様、双極子を位置  から  だけ離れた位置にある2つの電荷  として扱うと、相互作用エネルギーは、式 (1.5) より、
	
	



となる。 ここで、
	


	


	
	


であり、さらに 式 (2.3), (2.4) であるから
	
	
(2.5)


となる。

[bookmark: _Toc467588095]双極子系での双極子に働く力
2.3節の系(複数の双極子が存在する系)において、双極子に働く力を考える。 式 (2.5) に対して  を作用させることで
	
	
(2.6)


が得られる。 途中の変形では， を用いた。 ここで  は3階の相互作用テンソルと呼ばれ、
	
	


と定義される。

[bookmark: _Toc467588096]電荷・双極子系の静電ポテンシャル、電場
複数の電荷と双極子が存在する系(電荷・双極子の位置が一致している/していない どちらであるかを問わない)の静電ポテンシャルは、電荷系と双極子系の重ね合わせで表現できるため、
	
	
(2.7)


となる。 ここで 添字  は電荷サイト、添字  は双極子サイトを表す。
( はそれぞれ、電荷サイトの集まりと双極子サイトの集まりを意味する)
電場も静電ポテンシャルと同様に、
	


	
(2.8)


と表せる。

[bookmark: _Toc467588097]電荷・双極子系のエネルギー
2.6節の系(複数の電荷・双極子が存在する系)のエネルギーを考える。2.2節と同様、双極子を位置  から  だけ離れた位置にある2つの電荷  として扱うと、相互作用エネルギーは、
	
	



となる。 ここで、添字  は電荷サイト、添字  は双極子サイトを表す。また、
	


	


	
	

	
	


であり、さらに (2.7), (2.8) であるから
	


	
(2.9)


となる。

[bookmark: _Toc467588098]電荷・双極子系での粒子(電荷・双極子)に働く力
2.6節の系(複数の電荷・双極子が存在する系)において、粒子(電荷・双極子)に働く力を考える。 式 (2.9) に対して  を作用させることで
	
	(2.10)

	
	(2.11)


が得られる。途中の変形では， を用いた。

[bookmark: _Toc467588099]相互作用テンソルおよび電荷・双極子系(電荷・双極子の位置が一致)のまとめ
複数の永久双極子と電荷の相互作用を考える場合、下記の相互作用テンソル
	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	


を導入すると表記が容易となる。 ここで、演算子  は

を意味する。
相互作用テンソルを用いると、電荷 、永久双極子  を持つN個の粒子が存在する系(電荷・双極子の位置が一致している系)の静電ポテンシャルは、
	
	

	
	


と表せる。 同様に電場は、
	
	

	
	


となる。また粒子  に働く力は、
	
	

	
	

	
	


となる。 ここで、
	
	

	
	


である。 粒子  と粒子  が各々電荷と双極子を持つため、電荷-双極子相互作用と双極子-電荷相互作用が別の項になることに注意せよ。(Charge-Dipole, Dipole-Charge 相互作用であることが明確になるように Force の各項を定義しているため、
 であることに注意。)
一方、相互作用エネルギーは、
	
	

	
	

	
	

	
	


と表される。
Cf. https://janheyda.files.wordpress.com/2015/08/electrostatics-multipoles.pdf

[bookmark: _Toc467588100]誘起双極子
[bookmark: _Toc467588101]誘起双極子と分極率
分子に外場がかかると分子中の電子は分極する。 この分極は遠方から見ると双極子の増加として観測される。 増加した双極子は誘起双極子と呼ばれる。
位置  にある誘起双極子が外場  に対して線形応答すると仮定すると、発生する双極子モーメントは、
	
	[bookmark: _Ref378981171](3.1)


と表せる。 ここで  分極率テンソルと呼ばれる2階のテンソルである。

[bookmark: _Toc467588102]誘起双極子が作る電場
系に複数の誘起双極子が存在する場合、系には本来の外場  の他に、 によって生じた誘起双極子が形成する電場
	
	


が加わる。 この時 式(3.1)は，
	
	[bookmark: _Ref378981658](3.2)


となる。 両辺に  が存在することから、式(3.2)は  に関する連立方程式として解く必要がある。 誘起双極子  が感じる電場は、解として得られた  を用いて、
	
	


となる。

[bookmark: _Toc467588103]誘起双極子のエネルギーおよび電荷・誘起双極子系のエネルギー
誘起双極子を形成するのに必要なエネルギー(reorganization energy)は、
	
	(3.3)


となる。
    は1回積分が可能な関数であれば自由に選択できる。 通常の線形応答を用いると、電場が大きくなり過ぎることがMDの発散(polarization catastrophe)の原因となることから、
	
	


として電場の最大値を  で抑えることにする。 この時の誘起双極子形成のエネルギーは、
	
	(3.4)


となる。 ここで、
	
	


である。
 いま、複数の電荷が存在する系において、誘起双極子を考慮した場合(電荷・双極子の位置が一致している/していない どちらであるかを問わない)を考える。
 この系の全エネルギーは、
	
	(3.5)


となる。 ここで、

である。

[bookmark: _Toc467588104]電荷・誘起双極子系での粒子(電荷・誘起双極子)に働く力
誘起双極子の形成で発生する力は、(3.3) より、

となる。( であれば、(3.4) のいずれの式からも導ける)
式 (3.5) の系に働く力は、各項に  を作用させることで、













が得られる。 これより、電荷・誘起双極子に働く力は  等の  の形状に依存する項は現れないことがわかる。(などのような項は出てこないということ)

[bookmark: _Toc467588105]外部電場による静電相互作用の影響
ここでは、外部電場によって電荷・誘起双極子がどのような影響をうけるかについてまとめる。
[bookmark: _Toc467588106]電荷の系
N個の電荷が存在する系に、一定の外部電場  を印加させたとき、各サイトにかかる電場・各サイトの静電ポテンシャル・外部電場との相互作用エネルギー・各サイトにかかる外部電場による力はそれぞれ




である。 全系のエネルギー・各サイトにかかるすべての力はそれぞれ


である。

[bookmark: _Toc467588107]誘起双極子の系
(3章の議論を参照せよ)
N個の粒子 (分極率  ) が存在する系に、一定の外部電場  を印加させたとき、各サイトに生じる誘起双極子・各サイトにかかる電場(実効電場)はそれぞれ


である。 外部電場と誘起双極子との相互作用エネルギー・各サイトに誘起双極子を形成するのに必要なエネルギーはそれぞれ


である。 よって、全系のエネルギーは

である。誘起双極子の形成で発生する力は、

であるから、各サイトにかかるすべての力は

となり、 等の  の形状に依存する項は現れないことがわかる。
ここで、外部電場による力は

である。

[bookmark: _Toc467588108]エワルド法
この章では相互作用テンソルのエワルド法による表示を考える。
エワルド法の手順に従い、周期境界条件のもと0階の相互作用テンソルを実空間で収束しやすい項と逆空間で収束しやすい項、および補正項に分ける。
	
	(5.1)


ここで、
	
	(5.2)

	
	(5.3)

	
	(5.4)

	
	(5.5)


であり、 はカットオフ距離で実空間の値が十分小さくなるように選ぶ。

[bookmark: _Toc467588109]実空間項・mask term・self term式の導出のための式変形およびスイッチング関数導入のための準備(+エワルド法なしの通常の静電相互作用の導出)
0階の相互作用テンソルを

とするとき、







ここで、
 は  座標のいずれかである























である。 このように記述することでreal・mask・self term の実装が容易であるだけでなく、ewald を用いる/用いない の区別も容易に行うことができる。 また、エワルド法なしの通常の静電相互作用の実装もこの表記で実現することができる(no ewald)。 さらに、距離依存の項と距離の微分の項に分離することで、距離に対してスイッチング関数を導入することも容易である。
(なお、5章ではスイッチング関数を適用しないものとして記述している。)

[bookmark: _Toc467588110]エワルド法なしの通常の静電相互作用の計算
5.1 節より、エワルド法なしの通常の静電相互作用の相互作用テンソルは






となる。 また、






である。

[bookmark: _Toc467588111]実空間項の計算
式 (5.2) および 5.1 節より、相互作用テンソルの実空間項は






となる。 また、






である。

[bookmark: _Toc467588112]逆空間項の計算
0階の相互作用テンソルの逆空間項 [式 (5.3)] は、逆格子ベクトル  を用いて、

と表せる。 従って各階の相互作用テンソルは、






となる。

[bookmark: _Toc467588113]mask term の計算
式 (5.4) および 5.1 節より、相互作用テンソルの実空間項は







となる。 また、






である。

[bookmark: _Toc467588114]self term の計算

より、




となる。 よって、式 (5.5) および 5.1 節より









となる。 まとめると、




である。

[bookmark: _Toc467588115]スイッチング関数の導入
ここでは、「1/r の発散の防止について」(mediawiki) で記述されているスイッチング関数を導入する方法について述べる。

[bookmark: _Toc467588116]スイッチング関数を導入すべき項の検討およびその準備
・エワルド法なしの通常の静電相互作用
→ スイッチング関数を導入すべき

エワルド法なしの通常の静電相互作用では、カットオフのために「mediawikiで記述されたスイッチング関数」を導入した方がよい。

・エワルド法
→ 実空間項：スイッチング関数を導入すべき
逆空間項・mask term・(self term)：スイッチング関数を導入しなくてよい

実空間項：
0階の相互作用テンソルは

  となっており、通常の通常の静電相互作用から  のように変化させたものであると考えると、 はdamping factor とみなせるため、1/r に対しては「mediawikiで記述されたスイッチング関数」を導入し、 に対しては「mediawikiで記述されたスイッチング関数」のような特別な操作をしなくてよい(r に対して)。
  ※「mediawikiで記述されたスイッチング関数」のようなスイッチング関数はカットオフのために導入されているので、そもそもewald 法に対してスイッチング関数を導入する必要がないという考えもある。
逆空間：1/r が出てこないため、スイッチング関数を導入する必要がない。
mask term：逆空間の項における「結合サイトの寄与」に相当するものを差し引いた項であるため、逆空間と同様にスイッチング関数を導入する必要がない。
(self term：そもそもr が出てこないので、スイッチング関数を考慮する必要がない)


5.1 節で記述した表記において、以下のように  と置き換えることでスイッチング関数を容易に導入することができる。





[bookmark: _Toc467588117]エワルド法なしの通常の静電相互作用での導入






となる。 また、






である。

[bookmark: _Toc467588118]エワルド法の実空間項での導入






となる。 また、






である。


[bookmark: _Toc467588119]静電相互作用(電荷相互作用・双極子相互作用・誘起双極子)+外場の影響+エワルド法+スイッチング関数のまとめ
1~6章のまとめとして、MD計算を行う際に想定される条件下での静電相互作用についてまとめる。
※表記はFreeFlex で用いられているものに(なるべく)合わせてある。 なお、このテキストの説明中で用いられている表記と異なる場合があるので注意すること。

  系
    N個の粒子が存在する系について、
(1) 各サイトiに対して電荷  を設定する。
(2) 各サイトiに対して電荷 、誘起双極子  (分極率  ) を設定する。

[(1)、(2)に対して
一定の外部電場  を印加させる場合は括弧()で記した。]
[物理量の横に番号を記した。 これは上の (1),(2) の条件に対応しており、記した番号の条件のときにその物理量の計算を行うことを意味している。]

エネルギー、力















静電ポテンシャルと電場、電場の微分







誘起双極子 (2)


相互作用テンソル
・エワルド法なし




(スイッチング関数なし)




(スイッチング関数あり)





・エワルド法あり





[実空間項]




(スイッチング関数なし)




(スイッチング関数あり)





[逆空間項]





[mask term]









[self term]





2

