電荷の相互作用
ガウスの法則
静止している電荷分布はガウスの法則
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に従う電場を作る。  である。
位置  に存在する電荷  を持つ粒子  は電場から
	
	


の力を受ける。  は粒子  が感じる電場を意味する。

ポアソン方程式
電荷が静止している場合（確認）、電場は静電ポテンシャル  を用いて
↑ ① (確認) この「電荷が静止している場合（確認）」は正確な表現なのでしょうか？
こちらでdiscussionをしたところ、この1章で仮定されているのは静電気学(電流・磁場・時間依存性を考えない)であるということを意味しているだろうという結論になりましたがどうでしょう？
	
	 


と表すことができる。 この時，式(1.1)は
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となる。 ここで  である。 式(1.2)はポアソン方程式と呼ばれる。 静電場の性質はポアソン方程式に従う。

クーロンの法則
電荷密度が位置  に存在する電荷  の点電荷  個から作られる場合について考える。 つまり、
	
	


とする。 デルタ関数が
	
	


と表される（A.1節参照）ことに注意すると、式(1.2)は
	
	


となる。 従って、境界条件を  とすることで
	
	(1.3)


を得る。 ここで
	
	


であり、0階の相互作用テンソルと呼ばれる。
式(1.3)は静電ポテンシャルで表記したクーロンの法則であり、両辺に  を作用させることで、電場で表記した場合のクーロンの法則
	
	


↑ ② (確認) この式の  は不要ですね？
を得る。 ここで  は1階の相互作用テンソルと呼ばれ、
	
	


↑ ③ (確認) この式の符号はマイナスですね？

     が正解ですよね？)
と定義される。

上記電場と新しい点電荷  との相互作用を考えることでクーロンの法則
	
	


を得る。 なお、 と略記している。

相互作用エネルギー
[bookmark: _GoBack](この1.4の変形は特殊だと思います。)
位置  に存在する電荷  の点電荷  個から作られる系の相互作用エネルギーを  とすると，各粒子に働く力は、
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と表せる。  が座標に依存しない場合、式(1.4)を  について積分することで、
	
	


を得る。 式(1.4)は，粒子  についても成り立たなければならないから，上式の  微分
	
	


と 式(1.4)の添字を  に変えたものが一致しなければならない。 両者を比較することで、
	
	


を得る。 さらに上式を積分して、
	
	


以下同様の操作を繰り返すことで、
	
	




を得る。 途中の変形では， を用いた。 また、 である。

電荷の変化によるエネルギー
④ (そもそもの質問) この1.5 は「電荷の変化によるエネルギー」となっていますが、以下の議論が「何をやっているか」が分からないです。 (おそらく誘起双極子のreorganization energy と似た議論ではあると思うのですが)
式(1.4)において電荷を微小量  だけ動かした場合、エネルギーの変化は、
	
	


となる。 従って、電荷を 0 から  まで変化させるのに必要なエネルギーは、
	
	


と表される。 特に  が  のみの関数である場合、積分が分離できて、
	
	


↑ ⑤ (質問)  の を外にもっていける理由が分からないです。
(「特に  が  のみの関数である場合」の真意が分からないです。 各電荷  上にかかる電位  が、電荷の集まりである  のみに依存しているということでしょうか？)
となる。 以上より電荷生成のエネルギーも含めた全エネルギーは、
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となる（なぜマイナス？）。 第二項は電荷が変化しない場合、定数となるため無視できる。
↑ ⑥ (質問)（なぜマイナス？）の部分(全エネルギーにおける、電荷の変化によるエネルギーの部分の符号はマイナス？)　がわからないです。


双極子の相互作用
多重極展開
位置  にある電荷  が作る静電ポテンシャルは、
	
	


↑ ⑦ (確認) この式の符号はプラスですね？

     が正解ですよね？)
と表される。 これを  から  だけ離れた位置  を使って表すと、
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となる。 ここで  であり， はルジャンドル多項式である。 この変形は多重極展開と呼ばれる。
↑ ⑧ (確認) 上記の式展開での記号の定義についてですが、以下の式が正解ですよね？ 
・ 
・

[bookmark: _Ref378975951]双極子
位置  から  だけ離れた位置に2つの電荷  が存在する系を考える。 この系の静電ポテンシャルは 式 (2.1) より、
	
	


となる。  のとき高次の項は無視できるので、
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が得られる。 ここで  であり、双極子モーメントと呼ばれる。
式 (2.2) は双極子モーメントを持った一つの仮想的な粒子が静電ポテンシャルを作っていると捉えることができる。 この仮想的な粒子は双極子と呼ばれる。

多体系の静電ポテンシャル、電場
複数の電荷と双極子が存在する系の静電ポテンシャルは、電荷のみの場合と同様重ね合わせが成り立ち（双極子の静電ポテンシャルも元は電荷のポテンシャルであるため）、
	
	



となる。 ここで 添字  は電荷サイト、添字  は双極子サイトを表す。
電場も静電ポテンシャルと同様に、
	
	



と表せる。
↑ ⑨ (細かい確認) この式の  の意味は電荷サイトの集まりと双極子サイトの集まりであくまで添字 ,  は代表して出しているだけですよね？(他にもたくさん出てきますが、同じ意味ですよね？) また、そうすると、

の二階のテンソル中の {} は不要ですね？

双極子のエネルギー
複数の電荷と双極子が存在する系を考える。 2.2節と同様、双極子を位置  から  だけ離れた位置にある2つの電荷  として扱うと、式(1.5)は、
	
	



となる。 ここで、
	
	


	
	


↑ ⑩ (確認) この第2式の符号はマイナスですね？

が正解ですよね？)
であるから、
	
	
(2.3)


↑ ⑪ (確認+細かい確認) ・この式の第3項の符号はマイナスですね？

が正解ですよね？)
      ・さらに、第4項・第5項についてですが、これらの項に出てくる
, ですが、どちらとも電荷・双極子すべての寄与を含んだ電位と電場ですよね？( の方が正確だと思うのですが、どうでしょう？)

となる。 特に電荷・双極子が一定の場合、第3項、第4項は無視することができる。

相互作用テンソル
複数の永久双極子と電荷の相互作用を考える場合、下記の相互作用テンソル
	

	

	

	


を導入すると表記が容易となる。 ここで、演算子  は

を意味する。相互作用テンソルを用いると、電荷 、永久双極子  を持つN個の粒子が存在する系の静電ポテンシャルは、
	

	


と表せる。 同様に電場は、
	

	


となる。また粒子  に働く力は、
	

	

	


↑ ⑫ 上の式の  の各項についてですが、 は不要ですね？ 
(質問) この  の項の妥当性に疑問があります。この疑問についてはpolarize.docx に同じ式があったのでそちらに記述しました。( polarize.docxの②の質問 )
となる。 粒子  と粒子  が各々電荷と双極子を持つため、電荷-双極子相互作用と双極子-電荷相互作用が別の項になることに注意せよ。
一方、相互作用エネルギーは、
	
	

	
	

	
	

	
	


と表される。
誘起双極子
誘起双極子と分極率
分子に外場がかかると分子中の電子は分極する。 この分極は遠方から見ると双極子の増加として観測される。 増加した双極子は誘起双極子と呼ばれる。
位置  にある誘起双極子が外場  に対して線形応答すると仮定すると、発生する双極子モーメントは、
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と表せる。 ここで  分極率テンソルと呼ばれる2階のテンソルである。

誘起双極子が作る電場
系に複数の誘起双極子が存在する場合、系には本来の外場  の他に、 によって生じた誘起双極子が形成する電場
	
	


が加わる。 この時 式(3.1)は，
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となる。 両辺に  が存在することから、式(3.2)は  に関する連立方程式として解く必要がある。 誘起双極子  が感じる電場は、解として得られた  を用いて、

となる。

誘起双極子のエネルギー
式 (2.3) に 式 (3.1) を代入することで、
……………...……………………….………......(3.3)
↑ ⑬ (質問)・外場の項

   が、式 (2.3) の第5項から導出されていると思うのですが、このようになる理由が分かりません。( すなわち、

　 であるから、式 (2.3) の第5項である

  の積分が

  になるとは思えないのです。 が  に依存しているため、もう少し複雑になるのではないかと思いますがどうでしょう？)
(細かい確認)・第2項

   について表記の問題ですが、
後ろの  の  ですが、 の方がふさわしいと思うのですが、どうでしょう？( が他の誘起双極子からの電場を感じた結果として生じているためだと思うので。)

を得る。 なお、電荷は一定として扱い電荷の積分は無視している。また、双極子は誘起双極子のみとしている。 最後の等号には、 の関係を用いている。

1.1 粒子に働く力
式 (3.3) の系に働く力は、各項に  を作用させることで、


↑ ⑭ (質問)  の計算がよく分かっていないです。
   分かっていない点を以下にまとめました。
   ・微分して出てくる項の整理がついていない
     (・ は , , ,  の項に作用し、 には作用しない
・ は , , , の項に作用し、 には作用しない と思っている)

・この微分操作の際に、係数が2倍される項とされない項の違い
[の term を微分すると、i(左側) と j(右側) の2つを微分することになるが、
それらの微分が一致して、もとのエネルギーの式にくらべて係数がみかけ上2倍されていること]
  (・ では CCterm = (3.3) 第1項　○
            DCterm = (3.3) 第2項
　             term           ×
  term           ×
            DDterm = (3.3) 第3項
               term           ○
               term           このterm はそもそも出てこない
                      (3.3) 第4項
 term           ×
  term           ×

  ・ では CCterm = (3.3) 第1項　このterm はそもそも出てこない
            DCterm = (3.3) 第2項
               term          ×
                term          ×
            DDterm = (3.3) 第3項
               term          ○
               term    ○
                      (3.3) 第4項
               term          ×
 term           ×(上の  の式ではこのterm が無いと思うが)
[※2倍される   = ○
       2倍されない = ×]
   のようになると思っている。)

・以上の考察から , の式にいくつか疑問があります
1.  の第2式 = 
   は  が正しいように思う(1/2が付いていないのでは？)
2.  の第1式の外場に関する項 = 
   は  が正しいように思う
3. 最終的に  の第3式, の第2式 が正しいのかどうか？(


に本当になるのか？)

が得られる。

(↓4. 実装の記述は古いと思います。)
2. 実装
誘起双極子の計算の疑似コードは下記のようになる。

subroutine coulomb_interact ()
!!! 電気的相互作用の計算
!!!
intent(in) ::     !!! 各粒子の座標
intent(in) ::     !!! 各粒子の電荷
intent(in) ::     !!! 各粒子の分極率
intent(out) ::     !!! エネルギー
intent(out) ::     !!! 各粒子に働く力

  !!!! 電荷-電荷相互作用の計算 !!!!!
!!! の計算（これらは誘起双極子に依存しない）
do i = {電荷サイト}
 jk
 
enddo

!!!  の計算（これらは誘起双極子に依存しない）
 
do i = {電荷サイト}
 
enddo

  !!! 誘起双極子が存在しない場合、ここで終了
  if (.not.allocated() ) then
 
 
return
endif


  !!!!! 分極相互作用の計算 !!!!!

!!! の計算（これらは誘起双極子に依存しない）
do i = {分極サイト}
 
 
enddo

!!! 誘起双極子決定のためのイタレーション
do niter = 1, nmax

    !!! 収束確認のための記録

  !!!  の計算
  do i = {分極サイト}
    
 
  enddo

    !!! 収束の確認
    if ( max( ) <  )
      exit
    endif

  enddo


  !!!  の計算
  
  do i = {電荷サイト}
    do j = {分極サイト}
      
    enddo
  enddo
  do i = {分極サイト}
    do j = {電荷サイト}
      
    enddo
    do j = {分極サイト}
      
    enddo
  enddo

  !!!  の計算
  
  do i = {電荷サイト}
    
  enddo
  do i = {分極サイト}
    
  enddo

endsubroutine

3. エワルド法
この章では相互作用テンソルのエワルド法による表示を考える。
エワルド法の手順に従い、周期境界条件のもと０階の相互作用テンソルを実空間で収束しやすい項と逆空間で収束しやすい項、および補正項に分ける。

...………......(5.1)

ここで  はカットオフ距離で実空間の値が十分小さくなるように選ぶ。

3.1 実空間の計算
式 (5.1) より、0階の相互作用テンソルの実空間部分は  としたとき、

と表せる。従って各階の相互作用テンソルの実空間部分は、



となる。 ここで、















である。

3.2 [bookmark: _Ref423612992]逆空間の計算
0階の相互作用テンソルの逆空間部分は、逆格子ベクトル  を用いて、

と表せる。 従って各階の相互作用テンソルは、



となる。
逆空間の計算は分子の和を先に計算することで高速化が可能となる。 つまり、






のように計算する。
↑　⑮ (確認) 上のewaldrecip に関する項について、係数に  (この表記の意味を、セルの長さ[3次元配列]であると思っている)とありますが、これは誤りで
正しくは  or (セルの体積) ですよね？
(これに関する質問がpol.docx にもあります。そちらもご参照ください。)


3.3 self term の計算

であるから、




となる。

3.4 mask term の計算
 とすると




となる。 各文字の定義は 5.1節と同様である。






(↓ ⑯ (確認) このappendix が不要なように思います。 このテキストの式の導出にほとんどつかわれていなかったように思います。)
A Appendix
A.1 デルタ関数










↓ ⑰ (質問) この6 章の意義が分からないです。(そもそもここで何を考察しているかが分からないです。)
mask term の考察

隣接サイトの寄与


スイッチング関数
分極計算では静電ポテンシャルの2階微分が必要である。分子シミュレーションの基礎に載っている下記のスイッチング関数では、



のように2階微分が不連続になるため不十分である。 使用したいスイッチング関数は、





を満たすべきである。 この関数をについての9次のスプライン関数
  ← ⑱ (要望) 実際のプログラムでは8項の和になっていると思うのですが、その説明がないので、説明がほしいです。
で表すことを考えると、







が成り立つ。 ここで、である。これらの連立方程式をについて解くと、

が得られる。 グラフは図の通り。
[image: ]

 プログラムをPME法 に変える際に考慮する点（2015/07/02）
· PME法の実装については pme.F にてエネルギーの計算までが終了している。 実際の実装時は結合や構造体を考える前に、pme.F にて静電ポテンシャルの3回微分まで（？）の計算プログラムを作成し、微分のテストをしておくとよい。 また、速さについてはそれほど考慮していないのでコードの最適化も行うべきである。
· 現在のEwald法を用いた逆空間の計算では ewaldrecip_struct%calculate_expikx で5.2 節中の  を先に計算し、その後、ewaldrecip_struct%calculate_C、ewaldrecip_struct%calculate_D、coulomb_struct%indued の各サブルーチンで  についての和を取ることにより計算している。PME法ではこのような分け方ができなくなる為、これらのルーチンの構造を変える必要がある。
· coulomb_struct%indued では粒子ごとに逆空間の寄与を順番に計算することでガウス・ザイデル法による繰り返し計算の高速化を図っている。 しかしながらPME法では高速フーリエ変換により全体の寄与を一度に求めるためこのような高速化は出来なくなる。 従って計算手順を変えるなどしてこれに対応する必要がある。
· ewald_struct%optimize はエワルド法のパラメータ最適化のためのプログラムであり、PMEの最適化は行えない。 PME のパラメータの最適化についてはWang, Dommert, and Holm J. Chem. Phys. 133, 034117 (2010) で行われており、これを直接もしくは、現在のEwald法の最適化のように界面計算に起因する粒子密度の差をあらわに取り込んだ形式に書き換えたものを適用する必要がある。
· 最適化された時のカットオフ距離はかなり短いものになると考えられる。 そのため、LJにも同じカットオフ距離を用いると精度的に問題が生じる。 そのためカットオフ距離を2種類使う形に書き換える必要がある。
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