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多変数関数の高次偏微分を数値差分で求める場合、必要な計算点を最小限に留める工夫が可能で

ある。ここでは、2変数関数 f(x, y) について、(∂2f/∂x∂y) を数値差分で求める方法を述べる。

1変数関数の 4点差分法を単純に拡張すると、4× 4 = 16点の計算が必要であるが、精度を保った

まま 8点で済ませることができる。

1 二階偏微分の数値差分

2変数テイラーの定理より、

f(a+ hx, b+ hy) = f(a, b)

+ D̂(hx, hy)f +
1

2!
D̂2(hx, hy)f +

1

3!
D̂3(hx, hy)f +

1

4!
D̂4(hx, hy)f +

1

5!
D̂5(hx, hy)f + . . . (1)

但し、D̂(hx, hy) = hx
∂

∂x
+ hy

∂

∂y
= X̂ + Ŷ

D̂(hx, hy)について、以下の関係式が成り立つ。

D̂2(hx, hy) =

(
hx

∂

∂x
+ hy

∂

∂y

)2

= h2
x

∂2

∂x2
+ 2hyhx

∂2

∂y∂x
+ h2

y

∂2

∂y2
(2)

D̂(ahx, ahy) = ahx
∂

∂x
+ ahy

∂

∂y
= aD̂(hx, hy) (aは定数) (3)

D̂2(hx, hy)− D̂2(−hx, hy) = (X̂ + Ŷ )2 − (−X̂ + Ŷ )2 = 4X̂Ŷ = 4hxhy
∂2

∂x∂y
(4)

D̂4(hx, hy)− D̂4(−hx, hy) = (X̂ + Ŷ )4 − (−X̂ + Ŷ )4 = 8(X̂3Ŷ + X̂Ŷ 3)

= 8

(
h3
xhy

∂4

∂x3∂y
+ hxh

3
y

∂4

∂x∂y3

)
(5)

1.1 2点差分の拡張

f(a± hx, b± hy) の 4点から差分を求める。Eq. (1) より、

f(a− hx, b− hy) = f(a, b)

+ D̂(−hx,−hy)f +
1

2!
D̂2(−hx,−hy)f +

1

3!
D̂3(−hx,−hy)f +

1

4!
D̂4(−hx,−hy)f +

1

5!
D̂5(−hx,−hy)f + . . .

= f(a, b)− D̂(hx, hy)f +
1

2!
D̂2(hx, hy)f − 1

3!
D̂3(hx, hy)f +

1

4!
D̂4(hx, hy)f − 1

5!
D̂5(hx, hy)f + . . .

これをもとに、f(a± hx, b± hy) の和と差を求める。
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f(a+ hx, b+ hy) + f(a− hx, b− hy) = 2f(a, b) + 2
1

2!
D̂2(hx, hy)f + 2

1

4!
D̂4(hx, hy)f + . . . (6)

f(a− hx, b+ hy) + f(a+ hx, b− hy) = 2f(a, b) + 2
1

2!
D̂2(−hx, hy)f + 2

1

4!
D̂4(−hx, hy)f + . . .

(7)

Eq. (6) と (7) の差を F (hx, hy) とする。

F (hx, hy) = f(a+ hx, b+ hy) + f(a− hx, b− hy)− (f(a− hx, b+ hy) + f(a+ hx, b− hy)) (8)

= 2
1

2!
(D̂2(hx, hy)− D̂2(−hx, hy))f + 2

1

4!
(D̂4(hx, hy)− D̂4(−hx, hy))f + . . .

= 4hxhy
∂2

∂x∂y
f + 2

1

4!
8(h3

xhy
∂4

∂x3∂y
+ hxh

3
y

∂4

∂x∂y3
)f +O(h6)

∴ ∂2

∂x∂y
f =

F (hx, hy)

4hxhy
+O(h2) (9)

ただし、変位 hx と hy は同オーダー hとして、誤差の次数を O(hn) と表した。

1.2 4点差分の拡張

上と同様に、図 1 の 8点から差分を求める。F (2hx, 2hy)について

F (2hx, 2hy) = 4(2hx)(2hy)
∂2

∂x∂y
f + 2

1

4!
8((2hx)

32hy
∂4

∂x3∂y
+ (2hx)(2hy)

3 ∂4

∂x∂y3
)f + . . .

= 16hxhy
∂2

∂x∂y
f + 16 ∗ 2 1

4!
8(h3

xhy
∂4

∂x3∂y
+ hxh

3
y

∂4

∂x∂y3
)f + . . .

よって、16F (hx, hy)− F (2hx, 2hy)をとって第二項を消すことができる。

16F (hx, hy)− F (2hx, 2hy) = 16 ∗ 4hxhy
∂2

∂x∂y
f − 16hxhy

∂2

∂x∂y
f + . . .

= 48hxhy
∂2

∂x∂y
f + . . .

∴ ∂2

∂x∂y
f =

16F (hx, hy)− F (2hx, 2hy)

48hxhy
+O(h4) (10)

ただし、

F (hx, hy) = f(a+ hx, b+ hy) + f(a− hx, b− hy)− (f(a− hx, b+ hy) + f(a+ hx, b− hy)) (8)

F (2hx, 2hy) = f(a+ 2hx, b+ 2hy) + f(a− 2hx, b− 2hy)− (f(a− 2hx, b+ 2hy) + f(a+ 2hx, b− 2hy))

(11)

交差微分 (∂2f/∂x∂y) は、Eq. (10) によって 8点の数値微分で求められる。誤差のオーダー O(h4)

は 4点差分を 2回行った結果と同等である。後者では x, y それぞれに対して 4点差分を行うので、

全部で 16点の計算が必要で、Eq. (10) は半分の計算量で済む。
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図 1: 数値差分の点の配置。黒丸の 8点から導出できる。
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