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回転群の基底テンソル 

 

[要点] 

 テンソル成分は、テンソルを定義する系が属する対称群の基底をなすような線形結合の組に分けることによって、互いに独立な組合せになる。そして、点

群（及びその拡張版である置換・反転群）の対称操作は、座標の回転操作あるいは回転操作と反転操作の積で表せる。球対称群（任意の座標回転を対称操作と

する群）の基底は、点群の基底にもなるのである（一般の点群での対称操作は特定の回転になるので、前者の基底が独立でなくなることはあるが）。即ち、別

ファイルで示す変換行列と併用することによって、点群一般での基底とその変換特性（既約表現）を導き出す上で、球対称群の基底は有用性を発揮する。 

 

1 次元から 4 次元までのテンソルについて、球対称群（任意の回転に対して対称な群）の基底とデカルト座標成分の関係を示す。 

基底はT
(n)

mb, T
(n)

ma, またはT
(n)

0と表すが、右肩にカッコで示す数字は階数を表し、左肩に*を付けたものは、xz面での鏡映に対して (T
(n)

mb, T
(n)

ma,, T
(n)

0) の変

換が (x, y, z) の変換と逆符号になるものである。後に具体的に記すが、反転、鏡映または回映を含む系の基底の中には、回転操作に対しては通常のベクトル

の変換性と良い対応を持つ一方で、反転、鏡映、または回映に対しては逆符号になる（変換係数の符号が反転する）基底が存在する。数学の言葉で記すと、* 

印を付けたテンソルの変換行列と、同じ階数で * 印が付かないテンソル — 次数が 1 だけ違うテンソル — の変換行列は、互いに他方の余因子行列を転置し

たもの、即ち、逆行列の転置行列に行列式（ユニタリー行列だから ±1）を倍数したものになっている、ということである。 

 右下の数字及び記号は、（1）オイラー角 (,,) による座標回転に対するテンソル成分間の変換行列において、対角要素には cos(n)cos(m)cos(m) また

は cos(n)sin(m)sin(m), ( n はテンソルの階数で右肩に示す数字である、m = 0, 1, 2, …, n) が含まれる。この時の m を具体的な数字で示し、

cos(n)cos(m)cos(m) のものには添え字 b を、cos(n)sin(m)sin(m) のものには添え字 a を付ける。Landau の量子力学の教科書（群論）にならって 

T
(n)

mb ± iT
(n)

ma を基底にすると、z 軸まわりの角度  による回転に対する変換行列が行列要素を exp(±im) とする対角行列になる。 

cos(n) だけを含む対角要素は1個だけ存在するが、このときにはm = 0 で添字 a, b は付けない。但し、以後で考えるテンソルは、0次元テンソルがスカラ

ーに、1 次元テンソルが座標ベクトル（極性ベクトル）にそれぞれ対応して、高次元テンソルはこのような 1 次元テンソルのテンソル積として組み立てられる

ものに限る。（共変テンソル、反変テンソルというものがあるが、詳しいことを忘れたのでここで記すこととの関連は良くわからない。） 

すべての基底は対称種の 1 個の既約表現である。 

既約表現に２重縮重（まで）を持つ対称種で、(x, y) を縮重表現の基底に取る場合には、T
(n)

0 は縮重のない 1 次元表現になる。また、z 軸まわりに n 回の回転

対称がある場合には、m が n の整数倍になるときには 
(n)

mb、T
(n)

ma、*T
(n)

mb、および *T
(n)

ma が１次元表現の基底になり、それ以外の (T
(n)

mb, T
(n)

ma) と (*T
(n)

mb, 

*T
(n)

ma) が 2 重縮重表現の基底になる。 
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1 次元テンソル（1 階のみ） 

 V1b = Vx,   V1a = Vy,   V0 = Vz 

行列形式で表すと、 

 

   Vx   Vy   Vz 

  V
(1)

1b   +1    0    0 

  V
(1)

1a    0   +1    0 

  V
(1)

0    0    0   +1 

 

2 次元テンソル（0, 1, 2 階） 

  D
(0)

0 = (1/√3)(Dxx + Dyy + Dzz) 

 *D
(1)

1b = (1/√2)(Dyz - Dzy),   *D
(1)

1a = (1/√2)(Dzx - Dxz),  * D
(1)

0 = (1/√2)(Dyz - Dzy) 

  D
(2)

2b = (1/√2)(Dxx - Dyy),   D
(2)

2a = (1/√2)(Dxy + Dyx),   D
(2)

1b = (1/√2)(Dzx + Dxz),   D
(2)

1a = (1/√2)(Dyz + Dzy),   

  D
(2)

0 = (1/√6)(-Dxx - Dyy + 2Dzz) 

行列形式で表すと、 

 

   Dxx   Dyy   Dzz 

 D
(0)

0  +1/√3  +1/√3  +1/√3 

 D
(2)

2b  +1/√2  1/√2    0 

 D
(2)

0  -1/√6  -1/√6  +2/√6 

 

   Dyz/ Dzx/ Dxy   Dzy/ Dxz/ Dyx 

 D
(1)

1b/ D
(1)

1a/ D
(2)

0    +1/√2    -1/√2 

 D
(2)

1a/ D
(2)

1b/ D
(2)

2a    +1/√2    +1/√2 

3 次元テンソル（0, 1, 2, 3 階） 
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（線形結合を作る時に混じり合う 4 個のサブグループについて、表形式で示す。） 

 

（グループ 1） 

  Yxyz  Yzxy  Yyzx  Yyxz  Yzyx  Yxzy 

  *Y
(0)

0   +1/√6   +1/√6   +1/√6   -1/√6   -1/√6   -1/√6 

  *Y
(2)

0,1   +1/2√3   +1/2√3   -2/2√3   -1/2√3   -1/2√3   +2/2√3 

  *Y
(2)

0,2   -1/2   +1/2    0   +1/2   -1/2    0 

  *Y
(2)

2b,1   +1/2   -1/2    0   +1/2   -1/2    0 

  *Y
(2)

2b,2   +1/2√3   +1/2√3   -2/2√3   +1/2√3   +1/2√3   -2/2√3 

   Y
(3)

2a   +1/√6   +1/√6   +1/√6   +1/√6   +1/√6   +1/√6 

 

（グループ 2） 

  Yxxx  Yyyx  Yzzx  Yxyy  Yxzz  Yyxy  Yzxz 

  Y
(1)

1b,1   +2/2√2   +1/2√2   +1/2√2   +1/2√2   +1/2√2    0    0 

  Y
(1)

1b,2    0   -1/2   -1/2   +1/2   +1/2    0    0 

  Y
(1)

1b,3   +2/2√10   -1/2√10   -1/2√10   -1/2√10   -1/2√10   +4/2√10   +4/2√10 

 *Y
(2)

1a,1    0   -1/2   +1/2   +1/2   -1/2    0    0 

 *Y
(2)

1a,2    0   -1/2√3   +1/2√3   -1/2√3   +1/2√3   +2/2√3   -2/2√3 

  Y
(3)

1b   -3/2√15   -1/2√15   +4/2√15   -1/2√15   +4/2√15   -1/2√15   +4/2√15 

  Y
(3)

3b   -1/2   +1/2   0   +1/2    0   +1/2    0 
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（グループ 3） 

  Yyyy  Yxxy  Yzzy  Yyxx  Yyzz  Yxyx  Yzyz 

  Y
(1)

1a,1   +2/2√2   +1/2√2   +1/2√2   +1/2√2   +1/2√2    0    0 

  Y
(1)

1a2    0   -1/2   -1/2   +1/2   +1/2    0    0 

  Y
(1)

1a,3   +2/2√10   -1/2√10   -1/2√10   -1/2√10   -1/2√10   +4/2√10   +4/2√10 

 *Y
(2)

1b,1    0   +1/2   -1/2   -1/2   +1/2    0    0 

 *Y
(2)

1b,2    0   +1/2√3   -1/2√3   +1/2√3   -1/2√3   -2/2√3   +2/2√3 

  Y
(3)

1a   -3/2√15   -1/2√15   +4/2√15   -1/2√15   +4/2√15   -1/2√15   +4/2√15 

  Y
(3)

3a   -1/2   +1/2    0   +1/2    0   +1/2    0 

 

 

（グループ 4） 

  Yzzz  Yxxz  Yyyz  Yzxx  Yzyy  Yxzx  Yyzy 

  Y
(1)

0,1   +2/2√2   +1/2√2   +1/2√2   +1/2√2   +1/2√2    0    0 

  Y
(1)

0,2    0   -1/2   -1/2   +1/2   +1/2    0    0 

  Y
(1)

0,3   +2/2√10   -1/2√10   -1/2√10   -1/2√10   -1/2√10   +4/2√10   +4/2√10 

 *Y
(2)

2a,1    0   -1/2   +1/2   +1/2   -1/2    0    0 

 *Y
(2)

2a,2    0   -1/2√3   +1/2√3   -1/2√3   +1/2√3   +2/2√3   -2/2√3 

  Y
(3)

0   -2/√10   +1/√10   +1/√10   +1/√10   +1/√10   +1/√10   +1/√10 

  Y
(3)

2b    0   -1/√6   +1//√6   -1/√6   +1//√6   -1/√6   +1//√6 

 

球対称群の基底として同じ変換性を持つもののセットが複数個存在するので、右下付きに加えた数字は、そのサブグループに付けた番号である。この番号が

同じもの同士が球対称群の既約表現の基底としての組を構成する。 
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4 次元テンソル（0, 1, 2, 3, 4 階）右下付きでは、前ページで記したことにそれぞれの基底が作られるもとになるセット（T
(1)

T
(1) など）を加味してある） 

（グループ 1-1） 

   Wxxxy   Wyyxy   Wzzxy   Wxyxx   Wxyyy   Wxyzz   Wxxyx   Wyyyx   Wzzyx   Wyxxx   Wyxyy   Wyxzz 

 *W
(1)

0,1   0   0   0   0   0   0   0   0   0   0   0   0 

 *W
(1)

0,2  -2/2√10  +2/2√10   0  +2/2√10  -2/2√10   0  -2/2√10  +2/2√10   0  +2/2√10  -2/2√10   0 

 *W
(1)

0,3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3 

 *W
(1)

0,4  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

 *W
(1)

0,5  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  +1/2√15  +1/2√15  -2/2√15  +1/2√15  +1/2√15  -2/2√15 

 *W
(1)

0,6  +1/2√15  +1/2√15  -2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  +1/2√15  +1/2√15  -2/2√15 

  W
(2)

2a,1   0   0   0   0   0   0   0   0   0   0   0   0 

  W
(2)

2a,2  -2/2√42  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42  +4/2√42 

  W
(2)

2a,3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

2a,4  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3 

  W
(2)

2a,5  +1/2√3  -1/2√3   0  +1/2√3  -1/2√3   0  -1/2√3  +1/2√3   0  -1/2√3  +1/2√3   0 

  W
(2)

2a,6  -1/2√3  +1/2√3   0  +1/2√3  -1/2√3   0  +1/2√3  -1/2√3   0  -1/2√3  +1/2√3   0 

 *W
(3)

2b,1  -1/2√6  -1/2√6  +2/2√6  +1/2√6  +1/2√6  -2/2√6  -1/2√6  -1/2√6  +2/2√6  +1/2√6  +1/2√6  -2/2√6 

 *W
(3)

2b,2  -1/2√6  +1/2√6   0  -1/2√6  +1/2√6   0  +1/2√6  -1/2√6   0  +1/2√6  -1/2√6   0 

 *W
(3)

2b,3  +1/2√6  -1/2√6   0  -1/2√6  +1/2√6   0  -1/2√6  +1/2√6   0  +1/2√6  -1/2√6   0 

 *W
(3)

0,1  +1/2√10  -1/2√10   0  -1/2√10  +1/2√10   0  +1/2√10  -1/2√10   0  -1/2√10  +1/2√10   0 

 *W
(3)

0,2  +1/2√10  +1/2√10  -2/2√10  +1/2√10  +1/2√10  -2/2√10  -1/2√10  -1/2√10  +2/2√10  -1/2√10  -1/2√10  +2/2√10 

 *W
(3)

0,3  -1/2√10  -1/2√10  +2/2√10  +1/2√10  +1/2√10  -2/2√10  +1/2√10  +1/2√10  -2/2√10  -1/2√10  -1/2√10  +2/2√10 

  W
(4)

4a  +1/2√2  -1/2√2   0  +1/2√2  -1/2√2   0  +1/2√2  -1/2√2   0  +1/2√2  -1/2√2   0 

  W
(4)

2a  -1/2√14  -1/2√14  +2/2√14  -1/2√14  -1/2√14  +2/2√14  -1/2√14  -1/2√14  +2/2√14  -1/2√14  -1/2√14  +2/2√14 
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（グループ 1-2） 

   Wxzzy   Wzxyz   Wyzzx   Wzyxz   Wxzyz   Wzxzy   Wyzxz   Wzyzx 

 *W
(1)

0,1  -1/2√2  -1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  -1/2√2  -1/2√2 

 *W
(1)

0,2  -1/2√10  -1/2√10  +1/2√10   +/2√10  -1/2√10  -1/2√10  +1/2√10  +1/2√10 

 *W
(1)

0,3   0   0   0   0   0   0   0   0 

 *W
(1)

0,4   0   0   0   0   0   0   0   0 

 *W
(1)

0,5  -3/2√15  +3/2√15  +3/2√15  -3/2√15   0   0   0   0 

 *W
(1)

0,6   0   0   0   0  -3/2√15  +3/2√15  +3/2√15  -3/2√15 

  W
(2)

2a,1  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  -1/2√2  -1/2√2  -1/2√2  -1/2√2 

  W
(2)

2a,2  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42 

  W
(2)

2a,3   0   0   0   0   0   0   0   0 

  W
(2)

2a,4   0   0   0   0   0   0   0   0 

  W
(2)

2a,5   0   0   0   0  -1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

2a,6  -1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  +1/2√3   0   0   0   0 

 *W
(3)

2b,1   0   0   0   0   0   0   0   0 

 *W
(3)

2b,2   0   0   0   0  -2/2√6  +2/2√6  -2/2√6  +2/2√6 

 *W
(3)

2b,3  -2/2√6  +2/2√6  -2/2√6  +2/2√6   0   0   0   0 

 *W
(3)

0,1  -2/2√10  -2/2√10  +2/2√10  +2/2√10  -2/2√10  -2/2√10  +2/2√10  +2/2√10 

 *W
(3)

0,2  -2/2√10  +2/2√10  +2/2√10  -2/2√10   0   0   0   0 

 *W
(3)

0,3   0   0   0   0  -2/2√10  +2/2√10  +2/2√10  -2/2√10 

  W
(4)

4a   0   0   0   0   0   0   0   0 

  W
(4)

2a  +2/2√14  +2/2√14  +2/2√14  +2/2√14  +2/2√14  +2/2√14  +2/2√14  +2/2√14 
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（グループ 2-1） 

   Wxxyz   Wyyyz   Wzzyz   Wyzxx   Wyzyy   Wyzzz   Wxxzy   Wyyzy   Wzzzy   Wzyxx   Wzyyy   Wzyzz 

 *W
(1)

1b,1    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0 

 *W
(1)

1b,2    0  -2/2√10  +2/2√10    0  +2/2√10  -2/2√10    0  -2/2√10  +2/2√10    0  +2/2√10  -2/2√10 

 *W
(1)

1b,3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3 

 *W
(1)

1b,4  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

 *W
(1)

1b,5  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  -2/2√15  +1/2√15  +1/2√15  -2/2√15  +1/2√15  +1/2√15 

 *W
(1)

1b,6  -2/2√15  +1/2√15  +1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  -2/2√15  +1/2√15  +1/2√15 

  W
(2)

1a,1    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

1a,2  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42 

  W
(2)

1a,3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

1a,4  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3 

  W
(2)

1a,5    0  +1/2√3  -1/2√3    0  +1/2√3  -1/2√3    0  -1/2√3  +1/2√3    0  -1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

1a,6    0  -1/2√3  +1/2√3    0  +1/2√3  -1/2√3    0  +1/2√3  -1/2√3    0  -1/2√3  +1/2√3 

 *W
(3)

3b,1  -1/4  +1/4    0  +1/4  -1/4    0  -1/4  +1/4    0  +1/4  -1/4    0 

 *W
(3)

3b,2  -1/4  +1/4    0  -1/4  +1/4    0  +1/4  -1/4    0  +1/4  -1/4    0 

 *W
(3)

3b,3  +1/4  -1/4    0  -1/4  +1/4    0  -1/4  +1/4    0  +1/4  -1/4    0 

 *W
(3)

1b,1  +5/4√15  -1/4√15  -4/4√15  -5/4√15  +1/4√15  +4/4√15  +5/4√15  -1/4√15  -4/4√15  -5/4√15  +1/4√15  +4/4√15 

 *W
(3)

1b,2  -3/4√15  -1/4√15  +4/4√15  -3/4√15  -1/4√15  +4/4√15  +3/4√15  +1/4√15  -4/4√15  +3/4√15  +1/4√15  -4/4√15 

 *W
(3)

1b,3  +3/4√15  +1/4√15  -4/4√15  -3/4√15  -1/4√15  +4/4√15  -3/4√15  -1/4√15  +4/4√15  +3/4√15  +1/4√15  -4/4√15 

  W
(4)

3a  +1/4  -1/4    0  +1/4  -1/4    0  +1/4  -1/4    0  +1/4  -1/4    0 

  W
(4)

1a  +1/4√7  +3/4√7  -4/4√7  +1/4√7  +3/4√7  -4/4√7  +1/4√7  +3/4√7  -4/4√7  +1/4√7  +3/4√7  -4/4√7 

 



 回転群の基底テンソル - 8 

（グループ 2-2） 

   Wyxxz   Wxyzx   Wzxxy   Wxzyx   Wyxzx   Wxyxz   Wzxyx   Wxzxy 

 *W
(1)

1b,1  -1/2√2  -1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  -1/2√2  -1/2√2 

 *W
(1)

1b,2  -1/2√10  -1/2√10  +1/2√10  +1/2√10  -1/2√10  -1/2√10  +1/2√10  +1/2√10 

 *W
(1)

1b,3   0   0   0   0   0   0   0   0 

 *W
(1)

1b,4   0   0   0   0   0   0   0   0 

 *W
(1)

1b,5  -3/2√15  +3/2√15  +3/2√15  -3/2√15   0   0   0   0 

 *W
(1)

1b,6   0   0   0   0  -3/2√15  +3/2√15  +3/2√15  -3/2√15 

  W
(2)

1a,1  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  -1/2√2  -1/2√2  -1/2√2  -1/2√2 

  W
(2)

1a,2  -3/2√42 -3/2√42 -3/2√42 -3/2√42  -3/2√42 -3/2√42 -3/2√42 -3/2√42 

  W
(2)

1a,3   0   0   0   0   0   0   0   0 

  W
(2)

1a,4   0   0   0   0   0   0   0   0 

  W
(2)

1a,5   0   0   0   0  -1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

1a,6  -1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  +1/2√3   0   0   0   0 

 *W
(3)

3b,1  -1/4  -1/4  +1/4  +1/4  -1/4  -1/4  +1/4  +1/4 

 *W
(3)

3b,2  -1/4  +1/4  +1/4  -1/4  +1/4  -1/4  +1/4  -1/4 

 *W
(3)

3b,3  +1/4  -1/4  +1/4  -1/4  -1/4  +1/4  +1/4  -1/4 

 *W
(3)

1b,1  -3/4√15  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15  -3/4√15  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15 

 *W
(3)

1b,2  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15  -3/4√15  -5/4√15  +5/4√15  -5/4√15  +5/4√15 

 *W
(3)

1b,3  -5/4√15  +5/4√15  -5/4√15  +5/4√15  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15  -3/4√15 

  W
(4)

3a  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4 

  W
(4)

1a  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7 

 



 回転群の基底テンソル - 9 

（グループ 3-1） 

   Wxxzx   Wyyzx   Wzzzx   Wzxxx   Wzxyy   Wzxzz   Wxxxz   Wyyxz   Wzzxz   Wxzxx   Wxzyy   Wxzzz 

 *W
(1)

1a,1    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0 

 *W
(1)

1a,2    0  -2/2√10  +2/2√10    0  +2/2√10  -2/2√10    0  -2/2√10  +2/2√10    0  +2/2√10  -2/2√10 

 *W
(1)

1a,3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3 

 *W
(1)

1a,4  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

 *W
(1)

1a,5  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  +1/2√15  -2/2√15  +1/2√15  +1/2√15  -2/2√15  +1/2√15 

 *W
(1)

1a,6  +1/2√15  -2/2√15  +1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  -1/2√15  +2/2√15  -1/2√15  +1/2√15  -2/2√15  +1/2√15 

  W
(2)

1b,1    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

1b,2  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42  +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42 +4/2√42  -2/2√42  -2/2√42 +4/2√42  -2/2√42 

  W
(2)

1b,3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

1b,4  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3 

  W
(2)

1b,5  -1/2√3    0  +1/2√3  -1/2√3    0  +1/2√3  +1/2√3    0  -1/2√3  +1/2√3    0  -1/2√3 

  W
(2)

1b,6  +1/2√3    0  -1/2√3  -1/2√3    0  +1/2√3  -1/2√3    0  +1/2√3  +1/2√3    0  -1/2√3 

 *W
(3)

3a,1  -1/4  +1/4    0  +1/4  -1/4    0  -1/4  +1/4    0  +1/4  -1/4    0 

 *W
(3)

3a,2  +1/4  -1/4    0  +1/4  -1/4    0  -1/4  +1/4    0  -1/4  +1/4    0 

 *W
(3)

3a,3  -1/4  +1/4    0  +1/4  -1/4    0  +1/4  -1/4    0  -1/4  +1/4    0 

 *W
(3)

1a,1  +1/4√15  -5/4√15  +4/4√15  -1/4√15  +5/4√15  -4/4√15  +1/4√15  -5/4√15  +4/4√15  -1/4√15  +5/4√15  -4/4√15 

 *W
(3)

1a,2  -1/4√15  -3/4√15  +4/4√15  -1/4√15  -3/4√15  +4/4√15  +1/4√15  +3/4√15  -4/4√15  +1/4√15  +3/4√15  -4/4√15 

 *W
(3)

1a,3  +1/4√15  +3/4√15  -4/4√15  -1/4√15  -3/4√15  +4/4√15  -1/4√15  -3/4√15  +4/4√15  +1/4√15  +3/4√15  -4/4√15 

  W
(4)

3b  -1/4  +1/4    0  -1/4  +1/4    0  -1/4  +1/4    0  -1/4  +1/4    0 

  W
(4)

1b  +3/4√7  +1/4√7  -4/4√7  +3/4√7  +1/4√7  -4/4√7  +3/4√7  +1/4√7  -4/4√7  +3/4√7  +1/4√7  -4/4√7 

 



 回転群の基底テンソル - 10 

（グループ 3-2） 

   Wzyyx   Wyzxy   Wxyyz   Wyxzy   Wzyxy   Wyzyx   Wxyzy   Wyxyz 

 *W
(1)

1a,1  -1/2√2  -1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  -1/2√2  -1/2√2 

 *W
(1)

1a,2  -1/2√10  -1/2√10  +1/2√10  +1/2√10  -1/2√10  -1/2√10  +1/2√10  +1/2√10 

 *W
(1)

1a,3    0    0    0    0    0    0    0    0 

 *W
(1)

1a,4    0    0    0    0    0    0    0    0 

 *W
(1)

1a,5  -3/2√15  +3/2√15  +3/2√15  -3/2√15    0    0    0    0 

 *W
(1)

1a,6    0    0    0   0  -3/2√15  +3/2√15  +3/2√15  -3/2√15 

  W
(2)

1b,1  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  +1/2√2  -1/2√2  -1/2√2  -1/2√2  -1/2√2 

  W
(2)

1b,2  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42  -3/2√42 

  W
(2)

1b,3    0    0    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

1b,4    0    0    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

1b,5    0    0    0    0  -1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

1b,6  -1/2√3  +1/2√3  -1/2√3  +1/2√3    0    0    0    0 

 *W
(3)

3a,1  -1/4  -1/4  +1/4  +1/4  -1/4  -1/4  +1/4  +1/4 

 *W
(3)

3a,2  -1/4  +1/4  +1/4  -1/4  -1/4  +1/4  -1/4  +1/4 

 *W
(3)

3a,3  -1/4  +1/4  -1/4  +1/4  -1/4  +1/4  +1/4  -1/4 

 *W
(3)

1a,1  -3/4√15  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15  -3/4√15  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15 

 *W
(3)

1a,2  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15  -3/4√15  +5/4√15  -5/4√15  +5/4√15  -5/4√15 

 *W
(3)

1a,3  +5/4√15  -5/4√15  +5/4√15  -5/4√15  -3/4√15  +3/4√15  +3/4√15  -3/4√15 

  W
(4)

3b  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4  +1/4 

  W
(4)

1b  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7  +1/4√7 

 



 回転群の基底テンソル - 11 

（グループ 4-1） 

   Wxxxx   Wyyyy   Wzzzz   Wxxyy   Wyyzz   Wzzxx   Wxyyx   Wyzzy   Wzxxz   Wxyxy   Wyzyz   Wzxzx 

  W
(0)

0,1  +1/3  +1/3  +1/3  +1/3  +1/3  +1/3    0    0    0    0    0    0 

  W
(0)

0,2    0    0    0    0    0    0 -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3   +/2√3  +1/2√3 

  W
(0)

0,3  +4/6√5  +4/6√5  +4/6√5  -2/6√5  -2/6√5  -2/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5 

  W
(2)

0,1    0    0    0    0    0    0  -2/2√6  +1/2√6  +1/2√6  +2/2√6  -1/2√6  -1/2√6 

  W
(2)

0,2  +4/6√14  +4/6√14  -8/6√14  -8/6√14  +4/6√14  +4/6√14  +6/6√14  -3/6√14  -3/6√14  +6/6√14  -3/6√14  -3/6√14 

  W
(2)

0,3  -2/6  -2/6  +4/6  -2/6  +1/6  +1/6    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

0,4    0    0    0    0  +1/2  -1/2    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

0,5    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0  +1/2  -1/2 

  W
(2)

0,6    0    0    0    0    0    0    0  +1/2  -1/2    0    0    0 

  W
(2)

2b,1    0    0    0    0    0    0    0  -1/2√2  +1/2√2    0  +1/2√2  -1/2√2 

  W
(2)

2b,2  -4/2√42  +4/2√42    0    0  -4/2√42  +4/2√42    0  +3/2√42  -3/2√42    0  +3/2√42  -3/2√42 

  W
(2)

2b,3  +2/2√3  -2/2√3    0  0  -1/2√3  +1/2√3    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

2b,4    0    0    0  -2/2√3  +1/2√3  +1/2√3    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

2b,5    0    0    0    0    0    0    0    0    0  -2/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

  W
(2)

2b,6    0    0    0    0    0    0  -2/2√3  +1/2√3  +1/2√3    0    0    0 

  W
(3)

2a,1    0    0    0  +1/√6  +1/√6  +1√6    0    0    0    0    0    0 

 *W
(3)

2a,2    0    0    0    0    0    0    0    0    0  +1/√6  +1/√6  +1√6 

 *W
(3)

2a,3    0    0    0    0    0    0  +1/√6  +1/√6  +1√6    0    0    0 

  W
(4)

4b  -1/2√2  -1/2√2    0  +1/2√2    0    0  +1/2√2    0    0  +1/2√2    0    0 

  W
(4)

2b  -1/√14  +1/√14    0    0  -1/√14  +1/√14    0  -1/√14  +1/√14    0  -1/√14  +1/√14 

  W
(4)

0  +3/2√70  +3/2√70  +8/2√70  +1/2√70  -4/2√70  -4/2√70  +1/2√70  -4/2√70  -4/2√70  +1/2√70  -4/2√70  -4/2√70 

 



 回転群の基底テンソル - 12 

（グループ 4-2） 

   Wyyxx   Wzzyy   Wxxzz   Wyxxy   Wzyyz   Wxzzx   Wyxyx   Wzyzy   Wxzxz 

  W
(0)

0,1  +1/3  +1/3  +1/3    0    0    0    0    0    0 

  W
(0)

0,2   0   0   0  -1/2√3  -1/2√3  -1/2√3  +1/2√3  +1/2√3  +1/2√3 

  W
(0)

0,3  -2/6√5  -2/6√5  -2/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5  +3/6√5 

  W
(2)

0,1    0    0    0  -2/2√6  +1/2√6  +1/2√6  +2/2√6  -1/2√6  -1/2√6 

  W
(2)

0,2  -8/6√14  +4/6√14  +4/6√14  +6/6√14  -3/6√14  -3/6√14  +6/6√14  -3/6√14  -3/6√14 

  W
(2)

0,3  -2/6  +1/6  +1/6    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

0,4    0  -1/2   +1/2    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

0,5    0    0    0    0    0    0    0  -1/2  +1/2 

  W
(2)

0,6    0    0    0    0  -1/2  +1/2    0    0    0 

  W
(2)

2b,1    0    0    0    0  -1//2√2  +1/2√2    0  +1/2√2  -1/2√2 

  W
(2)

2b,2    0  -4/2√42  +4/2√42    0  +3/2√42  -3/2√42    0   +3/2√42  -3/2√42 

  W
(2)

2b,3    0  -1/2√3  +1/2√3    0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

2b,4  +2/2√3  -1/2√3  -1/2√3   0    0    0    0    0    0 

  W
(2)

2b,5    0    0    0   0    0    0  +2/2√3  -1/2√3  -1/2√3 

  W
(2)

2b,6    0    0    0  +2/2√3  -1/2√3  -1/2√3    0    0    0 

  W
(3)

2a,1  -1/√6  -1/√6  -1/√6   0    0    0    0    0    0 

 *W
(3)

2a,2    0   0    0   0    0    0  -1/√6  -1/√6  -1/√6 

 *W
(3)

2a,3    0    0    0  -1/√6  -1/√6  -1/√6    0    0    0 

  W
(4)

4b  +1/2√2    0    0  +1/2√2    0    0  +1/2√2    0    0 

  W
(4)

2b    0  -1/√14  +1/√14    0  -1/√14  +1/√14    0  -1/√14  +1/√14 

  W
(4)

0  +1/2√70  -4/2√70  -4/2√70  +1/2√70  -4/2√70  -4/2√70  +1/2√70  -4/2√70  -4/2√70 
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付録：基底のパリティー 

 

回転操作だけで作られる点群では、（T
(n)

1b, T
(n)

1a, T
(n)

0）及び（*T
(n)

1b, *T
(n)

1a, *T
(n)

0）がともに (x, y, z) と同じ挙動をする。（１次元テンソルをベクトルとみ

なす場合には前者は極性ベクトル、後者は軸性ベクトルである。）また、z 軸まわりの回転 (角度：) に対して (T
(n)

mb, T
(n)

ma） 及び （*T
(n)

mb, *T
(n)

ma） は回転

角が mのときの (x, y) と同じ変換性を示す。しかし、反転、鏡映あるいは回映が含まれる対称種では、これらの対称操作（および回転操作との積)に対して

（T
(n)

mb, T
(n)

ma, T
(n)

0）が通常の回転に対するものと同じ変換をするのに対して（*T
(n)

mb, *T
(n)

ma, *T
(n)

0）に対する変換行列は行列要素（よって指標、キャラクター

も）が（T
(n)

mb, T
(n)

ma, T
(n)

0）に対するものと逆符号になる。例えば、(*T
(n)

1b, *T
(n)

1a, *T
(n)

0）は軸性ベクトルである回転角運動量の x 成分、y 成分、z 成分と同じ変

換性を示す。例えば、xz 面による鏡映に対して（T
(n)

1b, T
(n)

1a, T
(n)

0）は（T
(n)

１b, -T
(n)

１a, T
(n)

0）になるが（*T
(n)

1b, *T
(n)

1a, *T
(n)

0）は（-*T
(n)

1b, *T
(n)

1a, -*T
(n)

0）になる。* 

印を付けた成分に対する変換行列およびキャラクター（指標）は対応する成分（  印が無いもの）に対する変換行列 D を  倍（  = |D| ）することと同じこ

とである。 

* 印の有無が意味を持つのは対称操作に反転・鏡映・回映が含まれるときである。そして、v（回転対称軸のうちで次数が一番高い軸 — 通常 z 軸とす

る — を含む平面での鏡映）を含む系で縮重があるとき、その鏡映面の一つに xz 面を取るか yz 面を取るかによって * 印が付く基底のセットに違いが出る

（よって奇数次の回転軸があるときにより重要である）。階数が n の基底のうち T
(n)

0 に* 印が付くか否かはこの区別によらず、次数と階数の和が奇数のも

のである。一方、T
(n)

mb、*T
(n)

ma ( m ≠ 0 ) のうちで *T
(n)

mb、*T
(n)

maとなるのは、v 面に xzを含めたときには次元数と nの和が偶数になる場合であるが、yz

面をv 面の一つに取る場合には次元数と階数 n の和にさらに下付き数字 m を加えたものが偶数になるものである。本稿では前者を取る。 

下に、代表的な対称操作に対して（T
(n)

1b, T
(n)

1a, T
(n)

0）セット及び (T
(n)

mb, T
(n)

ma) セットについて、(x, y, z)及び(x, y) セットの変換のしかたを基準にしたときに *

印が付くものと付かないものとを見分けるための一覧を示す。（1次元テンソルをV、2次元テンソルをD、3次元テンソルをY、4次元テンソルをWで表す。） 
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   V
(1)

1b(x)  V
(1)

1a(y)  V
(1)

0(z)   D
(0)

0     D
(1)

1b(Jx)  D
(1)

1a(Jy)  D
(1)

0(Jz)      D
(2)

2b  D
(2)

2a  D
(2)

1b  D
(2)

1a  D
(2)

0 

 反転 (I)   -1      -1       -1  +1       +1*     +1*     +1*         +1*   +1*  +1*   +1*   +1* 

 yz (IRx

)   -1     +1       +1  +1       +1*      -1*     -1*         +1*    -1*  -1    +1    +1 

 xy (IRz

)  +1      +1       -1  +1       -1*      -1*     +1*         +1    +1    -1*   -1*   +1* 

 xz (IRy

)  +1      -1       +1  +1       -1*     +1*      -1*         +1     -1   +1    -1    +1 

 

   Y
(0)

0     Y
(1)

1b  Y
(1)

1a  Y
(1)

0      Y
(2)

2b  Y
(2)

2a  Y
(2)

1b  Y
(2)

1a  Y
(2)

0      Y
(3)

3b  Y
(3)

3a  Y
(3)

2b  Y
(3)

2a  Y
(3)

1b  Y
(3)

1a  Y
(3)

0 

 反転(I)   -1*      -1    -1    -1        -1    -1    -1    -1    -1         -1    -1    -1    -1    -1    -1    -1 

 yz (IRx

)   -1*      -1   +1    +1        -1    +1   +1*   -1*   -1*        -1    +1   +1*   -1*   -1    +1   +1 

 xy (IRz

)   -1*     +1   +1     -1        -1*   -1*  +1    +1    -1         +1   +1    -1*   -1*   +1   +1    -1 

 xz (IRy

)   -1*     +1    -1    +1        -1*   +1*  -1*   +1*   -1*        +1    -1   +1    -1    +1    -1   +1 

 

   W
(0)

0     W
(1)

1b  W
(1)

1a  W
(1)

0     W
(2)

2b  W
(2)

2a  W
(2)

1b  W
(2)

1a  W
(2)

0     W
(3)

3b  W
(3)

3a  W
(3)

2b  W
(3)

2a  W
(3)

1b  W
(3)

1a  W
(3)

0 

 反転(I)   +1      +1    +1    +1       +1    +1    +1     +1    +1       +1    +1    +1    +1     +1    +1    +1 

 yz (IRx

)   +1       -1   +1    +1        -1    +1    +1*     -1*   -1*       -1    +1    +1*    -1*    -1    +1    +1 

 xy (IRz

)   +1      +1   +1     -1        -1*    -1*   +1     +1    -1       +1    +1     -1*    -1*    +1   +1     -1 

 xz (IRy

)   +1      +1    -1    +1        -1*   +1*    -1*    +1*   -1*      +1     -1    +1     -1     +1    -1    +1 

 

   W
(4)

4b  W
(4)

4a  W
(4)

3b  W
(4)

3a  W
(4)

2b  W
(4)

2a  W
(4)

1b  W
(4)

1a  W
(4)

0  * mark for o-ordered basis of T
(0)

0, (T
(n)

1b, T
(n)

1a, T
(n)

0), (T
(n)

mb, T
(n)

ma) 

 反転(I)   +1    +1    +1    +1    +1    +1     +1    +1    +1                        o = odd,   o = even,      o = even 

 yz (IRx

)   +1*   -1*   -1     +1    +1*    -1*    -1    +1    +1                       o = odd,  o+n = odd,    o+n+m = even 

 xy (IRz

)   +1    +1    -1*    -1*   +1    +1     -1     -1    +1                       o = odd,   o = even,       o+m = odd 

 xz (IRy

)   +1    -1    +1     -1    +1    -1     +1     -1    +1                       o = odd,  o+n = odd,       o+n = odd 
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